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概要

Evans, Partial Differential Equationsの演習問題の解答．問題は載せません．

1 1章の問題
略

2 2章の問題

2.1 方針と解答

𝑐𝑢がなければ解けるので 𝑐𝑢を非斉次項だと思って定数変化法を用いる．
解答. 𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑔(𝑥 − 𝑏𝑡)とおく．𝑣𝑡 = −𝑏 ⋅𝐷𝑣が満たされることに注意する．𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝜑(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑥)とおいて
方程式に代入すると

𝜑′(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝜑(𝑡)𝜕𝑡𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑏 ⋅𝐷𝑢(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝜑(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑥)
= 𝜑′(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑐𝜑(𝑡)𝑣(𝑡, 𝑥) = 0

から 𝜑′(𝑡) = −𝑐𝜑(𝑡) を得る．よって 𝜑(𝑡) = 𝐴𝑒−𝑐𝑡 となり，初期条件と合わせて 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑒−𝑐𝑡𝑔(𝑥 − 𝑏𝑡) を
得る．

2.2 方針と解答

公式を導くつもりで成分計算をする．𝑂 は大文字と小文字の見分けがつかないので別の記号にしてほ
しい……

解答. 𝑂が直交行列であることから，任意の 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛に対して
∑𝑛

𝑘=1 𝑂𝑖𝑘𝑂′
𝑘𝑗 =

∑𝑛
𝑘=1 𝑂𝑖𝑘𝑂𝑗𝑘 = 𝛿𝑖𝑗 が成り

立つことに注意する．ここで 𝛿𝑖𝑗 は 𝑖 = 𝑗 のとき 1でそれ以外は 0として定める（単位行列の 𝑖, 𝑗 成分）．𝑢
が調和関数であると仮定する．1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛に対して，

𝜕
𝜕𝑥𝑠

𝑢(𝑂𝑥) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖 (𝑂𝑥)
𝜕(𝑂𝑥)𝑖
𝜕𝑥𝑠

となる．(𝑂𝑥)𝑖 =
∑𝑛

𝑗=1 𝑂𝑖𝑗𝑥𝑗 となるから
𝜕(𝑂𝑥)𝑖
𝜕𝑥𝑠

= 𝑂𝑖𝑠 となる．したがって

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑠
𝑢(𝑂𝑥) = 𝜕

𝜕𝑥𝑠

𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖 (𝑂𝑥)𝑂𝑖𝑠 =
𝑛∑

𝑗=1

𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑂𝑥)𝑂𝑖𝑠𝑂𝑗𝑠

となるから，

△ 𝑢(𝑂𝑥) =
𝑛∑

𝑠=1

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑠
𝑢(𝑂𝑥) =

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑂𝑥)
𝑛∑

𝑠=1
𝑂𝑖𝑠𝑂𝑗𝑠 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 (𝑂𝑥)𝛿𝑖𝑗
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=
𝑛∑
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖𝑥𝑖 (𝑂𝑥) = 0 (∵𝑢は調和関数)

により結論を得た．

2.3 方針と解答

示すべき式の右辺は 𝑟に依存するが左辺はよらないので，右辺の 𝑟についての微分が 0であることを示
した後，𝑟 → 0の極限を取る．
解答. 示すべき式の右辺を 𝜙(𝑟)とおく．境界条件と −△ 𝑢 = 𝑓 から

𝜙(𝑟) = 1
𝑛𝛼(𝑛)𝑟𝑛−1 ∫𝜕𝐵(0,𝑟)

𝑢(𝑥)𝑑𝑆(𝑥) + 1
𝑛(𝑛 − 2)𝛼(𝑛) ∫𝐵(0,𝑟)

(
1

𝑟𝑛−2
− 1|𝑥|𝑛−2

)
△ 𝑢𝑑𝑥

となる．

∫𝐵(0,𝑟)

△𝑢|𝑥|𝑛−2 𝑑𝑥 = ∫
𝑟

0 ∫𝜕𝐵(0,𝑠)

△𝑢|𝑥|𝑛−2 𝑑𝑆(𝑥)𝑑𝑠 = ∫
𝑟

0

1
𝑠𝑛−2 ∫𝜕𝐵(0,𝑠)

△𝑢(𝑥)𝑑𝑆(𝑥)𝑑𝑠

だから
𝑑
𝑑𝑟 ∫𝐵(0,𝑟)

△𝑢|𝑥|𝑛−2 𝑑𝑥 = 1
𝑟𝑛−2 ∫𝜕𝐵(0,𝑟)

△𝑢(𝑥)𝑑𝑆(𝑥)

となることに注意すれば，

𝜙′(𝑟) = 1
𝑛𝛼(𝑛)𝑟𝑛−1 ∫𝐵(0,𝑟)

△𝑢(𝑥)𝑑𝑥 + 1
𝑛(𝑛 − 2)𝛼(𝑛)

1
𝑟𝑛−2 ∫𝜕𝐵(0,𝑟)

△𝑢(𝑥)𝑑𝑆(𝑥)

+ 1
𝑛(𝑛 − 2)𝛼(𝑛)

−(𝑛 − 2)
𝑟𝑛−1 ∫𝐵(0,𝑟)

△𝑢(𝑥)𝑑𝑥 − 1
𝑛(𝑛 − 2)𝛼(𝑛)

1
𝑟𝑛−2 ∫𝜕𝐵(0,𝑟)

△𝑢(𝑥)𝑑𝑆(𝑥)

= 0

となる．したがって 𝜙(𝑟)は定数である．平均値の公式の導出と同様に

lim
𝑟→0

1
𝑛𝛼(𝑛)𝑟𝑛−1 ∫𝜕𝐵(0,𝑟)

𝑢(𝑥)𝑑𝑆(𝑥) = 𝑢(0)

となる．

lim
𝑟→0

1
𝑟𝑛−2 ∫𝐵(0,𝑟)

△𝑢𝑑𝑥 = lim
𝑟→0

−𝛼(𝑛)𝑟2

𝛼(𝑛)𝑟𝑛 ∫𝐵(0,𝑟)
△𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 0

となることも同様にして分かる．

∫𝐵(0,𝑟)

△𝑢|𝑥|𝑛−2 𝑑𝑥 = ∫
𝑟

0

1
𝑠𝑛−2 ∫𝜕𝐵(0,𝑠)

△𝑢(𝑥)𝑑𝑆(𝑥)𝑑𝑠 = ∫
𝑟

0

−𝑛𝛼(𝑛)𝑠
𝑛𝛼(𝑛)𝑠𝑛−1 ∫𝜕𝐵(0,𝑠)

𝑓 (𝑥)𝑑𝑆(𝑥)𝑑𝑠

であり，𝑟が十分小さければ 1
𝑛𝛼(𝑛)𝑠𝑛−1

∫𝜕𝐵(0,𝑠) 𝑓 (𝑥)𝑑𝑆(𝑥)は 𝑓 (0)に近づく．したがって

lim
𝑟→0 ∫𝐵(0,𝑟)

△𝑢|𝑥|𝑛−2 𝑑𝑥 = lim
𝑟→0 ∫

𝑟

0
−𝑛𝛼(𝑛)𝑠𝑓 (0)𝑑𝑠 = 0

となる．以上により lim𝑟→0 𝜙(𝑟) = 𝑢(0)となるから，𝜙(𝑟) = 𝑢(0)である．よって示された．

2.4 方針と解答

最大値を達成する点ではヘッシアンが半負定値であることを用いる．ヒントの通りにおいてみる．

解答. max𝑈̄ 𝑢 ≤ max𝜕𝑈 𝑢を示せば十分である．𝜀 > 0に対して 𝑢𝜀(𝑥) ∶= 𝑢(𝑥) + 𝜀 |𝑥|2 とおくと，Hess𝑢𝜀 =
Hess𝑢+2𝜀𝐼 が成り立つ．𝑢𝜀が 𝑥 ∈ 𝑈 で最大値を達成すると仮定すると，Hess𝑢𝜀(𝑥)が半負定値であることか
ら，𝑖成分が 1の単位ベクトル 𝑒𝑖 に対して ⟨Hess𝑢𝜀(𝑥)𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖
(𝑥)+2𝜀 ≤ 0となるから，△𝑢(𝑥)+2𝑛𝜀 ≤ 0

となる．△𝑢 = 0 だから，これは矛盾であり，𝑢𝜀 は 𝑈 で最大値を達成することはない．したがって
max𝑈̄ 𝑢𝜀 ≤ max𝜕𝑈 𝑢𝜀 が成り立つ．𝑀 ∶= max𝑈̄ |𝑥|2 とおき，𝜀𝑛 ∶= 1∕𝑛𝑀 とする．max𝑈̄ 𝑢𝜀𝑛 ≤ max𝜕𝑈 𝑢𝜀𝑛 か
ら max𝑈̄ 𝑢 − 1∕𝑛 ≤ max𝜕𝑈 𝑢 + 1∕𝑛が成り立つ．𝑛 → ∞として，示された．
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2.5 方針と解答

問題文のいう通りに計算するだけ．劣調和は大切な性質ではある．𝑈 は連結開集合として解答する．
解答. (a).𝜙(𝑟) ∶= ⨍𝐵(𝑥,𝑟) 𝑣𝑑𝑦とおき，微分する．

(b).𝑥 ∈ 𝑈 で最大値を取ったと仮定すると，ある 𝑟 > 0 が存在して 𝐵(𝑥, 𝑟) 上 𝑣(𝑦) ≤ 𝑣(𝑥) となる．この
とき (𝑎)から 𝑣(𝑥) ≤ ⨍𝐵(𝑥,𝑟) 𝑣(𝑦)𝑑𝑦 ≤ 𝑣(𝑥)となって，𝐵(𝑥, 𝑟)上 𝑣は定数．𝑈 が連結だから 𝑈 全体で定数と
なって境界上でも定数．結局 max𝑈̄ 𝑣 = max𝜕𝑈 𝑣となる．

(c). 𝜕𝑣
𝜕𝑥𝑖

= 𝜕
𝜕𝑥𝑖

𝜙(𝑢(𝑥)) = 𝜙′(𝑢(𝑥)) 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖
および 𝜕2𝑣

𝜕𝑥2𝑖
= 𝜙′′(𝑢(𝑥))

(
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

)2
+ 𝜙′(𝑢(𝑥)) 𝜕

2𝑢
𝜕𝑥2𝑖
から △𝑣 =∑𝑛

𝑖=1 𝜙
′′(𝑢(𝑥))

(
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

)2 ≥ 0となる．最後の不等式で 𝜙の凸性を用いた．

(d).計算すると△𝑣(𝑥) =
∑𝑛

𝑖,𝑗=1 2
(

𝜕2𝑢
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

)2 ≥ 0を得る．
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